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Observacion 0.0.1 Las definiciones, propiedades, teoremas y algoritmos a las que les he puesto el nom-

bre de LAEF, ha sido por que los he inventado, enunciado y/o demostrado yo, y hay que hacerle un
erhaustivo control por si hay errores.



Capitulo 1

Teorema de LAEF.

1.1 Preliminares.

Problema tipo (P,):

Max < c,x >
Sa: zeM

Donde M es un conjunto de m restricciones del tipo r; =< d;,x >< z;. Donde ¢ € R", z € R",
z€R™y A€ Myn y con el conjunto factible M acotado.

Definicién 1.1.1 Se define el conjunto solucion S C R™ del problema (P,) como el conjunto factible
(S C M) tal que para todo T € S, T es mdzrimo para la funcién < ¢,z >.

S C M Solucion <:VZ €S <c,z>><c,x> VreM

Definicién 1.1.2 (LAEF). Se dice que un punto T es extremo si es factible (z € M) y es el inico punto
interseccion de al menos n restricciones con signo de igualdad, es decir:
,
z= m{< dj,© >=2z;} con r>n

i=1
T

T extremo < {x EM vy z= ﬂ{< dp,x >=z;} con r> n}
i=1

Observacién 1.1.1 El conjunto solucién S siempre estd contenido en la frontera de M v, o bien S = )
o bien tiene un punto extremo.

Observacién 1.1.2 (LAEF). Si las variables son no negativas entonces la matriz de gradientes de las
restricciones A es de la forma:
A/
()
1,

Definicién 1.1.3 (LAEF). Se dice que una restriccion r; es initil cuando al quitarla el conjunto factible
M no sufre ningun cambio.

r; indtil < M =M — {r;}

Se dice que una restriccion es 4til cuando no es inatil.
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Proposicién 1.1.1 (Caracterizacidn de restricciones tiles e inditiles).(LAEF). Sea r,, una restriccion
util, entonces:

ro NOM =6ér, "M C L

Con L variedad afin de dim(L) =n—1, (en realidad L es < @,,x >= 2z, = 01y, pero lo que importa
es la dimension).

Ademds en este caso existen n puntos extremos T; distintos dos a dos que generan L.

{Z1,...,Zn} Cry NOM C L

Sea r, una restriccion inutil, entonces:
ro NOM =6ér, "M C L
Con L variedad afin con dim(L) <n — 2.

Definicién 1.1.4 (LAEF). Se definen las restricciones dtiles adyacentes como las restricciones que tie-
nen por interseccion un punto extremo del problema.

Proposicién 1.1.2 (LAEF). En un problema (P3) en R?, los dngulos que forman los gradientes de las
restricciones utiles adyacentes dos a dos suman 360°.

Ademds todos estos dngulos estdn comprendidos entre 0° y 180°, 0 < o < 180.
Demostracion:

Es elemental, sélo hay que ver una grafica de M, dibujar los gradientes de las restricciones utiles con
origen el (0,0) y sumar los dngulos.

Sea T = dr; Ndrj, x € M Ndor; ey € M Ndr;, Como = e y estdn en dos restricciones distintas, son
tres puntos no alineados, luego forman un tridngulo y por tanto el dngulo que forman, al igual que todos

los 4ngulos de todos los tridngulos planos, estd comprendido entre 0° y 180°.

m c.q.d.

Restr. con su gradiente. gradientes centrados.

M=Reg. fac.

Corolario 1.1.1 (Caracterizacion de restricciones adyacentes).(LAEF). Dada una restriccion r;, la res-
triccion cuyo gradiente forma el menor dngulo en sentido positivo y megativo, con el gradiente de r; es
una restriccion adyacente.
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Definicién 1.1.5 Dados dos vectores v, u en R™, se define el coseno del menor dngulo que forma como:

<v,u >

Coseno(v,u) = Tol el

Proposicién 1.1.3 (Lema de Zorn. Caso finito). Sea A un conjunto finito y acotado con una relacidn
de orden <, entonces A tiene un elemento mazximal en el conjunto.
(LAEF).

Demostracion:

Por induccién en el cardinal de A, |A] = n.

Sin =1, entonces A = {a}, entonces a es maximal y a € A.

Suponemos que es cierto para |A] = n — 1. Sea |A| = n, entonces A = {a1,...,ap_1,a,}. Si
a, es maximal ya estd. Si a, no es maximal, por hipétesis de induccién sabemos que el conjunto
A" ={ay,...,an—1} que tiene cardinal n — 1 tiene un elemento maximal a; y ademds a; € A. Si a; < a,

entonces a,, es maximal, contradicién. Si a,, < a; entonces a; es maximal de A.

m c.q.d.

Esto se aplica para que (%) del Teorema de LAEF tenga elementos méximos.
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1.2 Teorema de LAEF.

Teorema de LAEF.

Dado el problema tipo (P,):

Max < c,x >
Sa: zeM

Donde M es un conjunto de m restricciones del tipo r; =< d@;,x >< z;. Donde ¢ € R", x € R",
z € R™ y (a;;) = A € Mz, y con el conjunto factible acotado.

Sea la tabla:

Restricciones Gradiente
{Ti}iem {Eii = (a%va?v""a?)}iem
Y sea f tal que:
<caf> <ca;> . . L
% = Max {Cﬂ% : d; € Gradiente, j € m, r; util } ()
llayll lld; |

Entonces el conjunto éptimo S del problema esta contenido en {< @y, z >= zs}.

M4s anin, si f en lugar de ser un escalar (indice) es un conjunto de varios indices, entonces el conjunto
optimo S estd contenido en la interseccion de todas las restricciones de indices de f, es decir,

S e m{< 6j,$ >= Zj}
Jjef
Demostracién:

Si M = () el resultado es trivial, suponemos que M # ().
Por induccion sobre n la dimension del espacio:

Para n = 1 estd claro: el problema es del tipo:

Max : cx
Sa: +ar<z (a>0)
—bx <z (b>0)
Los gradientes de las restricciones o son positivos o negativos, el que coincida con el signo de c es el

méximo de la funcién (x) (el otro es negativo) y esta claro que es la restriccién (si es 1til) donde est4 la
solucién (que en este caso la restriccién con igualdad es la propia solucién).

Para n = 2 sélo es el método gréfico, haciendo mover la recta de costes (desde muy lejos) hacia la
regién factible el primer punto donde se corta es la solucién, veamos que estd en la restriccién que cumple

().

Sea Z el punto 6ptimo.

Sea f verificando (x) para (Ps).

En un conjunto convexo en R? formado por restricciones como las de M (poligonal), cada punto
extremo es interseccion de dos restricciones utiles. Sea T € dry N Ory,.

Centramos los gradientes en el origen y ponemos c, c caerd encima de un vector Gy o en medio de dos
vectores d; y d,, pues bien, uno de estos es el mas cercano y por tanto el que tiene un dngulo menor con
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¢, entonces f =t 6 f = u donde f verifica (x).
Hemos visto que el resultado se verifica para n = 1y n = 2 veamos que también se verifica para n > 3.
Suponemos que es cierto para n-1:

Por la Obs. 1.1.1 sabemos que hay solucién 6ptima de nuestro problema P, y ademés sabemos que
contiene a un punto extremo.

Sea c el vector gradiente de la funcién objetivo.
Sea Z la solucién de nuestro problema (que sabemos que existe).
Sea dy el gradiente de la restriccién que verifica () del problema (P,).

Sea V un hiperplano afin (espacio afin de dimensién n — 1 de R™) que contenga a: & como punto y a
@y y a c como vectores, es decir:

f,ﬁf,CEV (4)

Podemos hacerlo pues la dim (V') > 2 ya que estamos trabajando en n > 3.

Hagamos la interseccién de las restricciones {r;}iem con V, M’ = M NV (estamos intersecando la
regién factible con V' y ésto nos vuelve a dar un conjunto convexo y acotado M') , es decir:

Viem{<dz><z}={<adnz><z}nV (2
Ademds M’ # (), pues T € M'.

Lo que nos da un problema (P,_1) (Max : < ¢,z >; S.a: x € M’) con solucién el mismo punto
Z =NV (pues si era el mdximo en M también lo serd en M NV que es un conjunto mas pequeno y
lo contiene.) y este es un problema que lo estamos tratando en dimensién n — 1, aplicamos la hipdtesis
de induccién y nos da que la solucién estd en la frontera de la restriccién que verifica (x) o7 para el

problema (P,_1), {< d;f/,x >= 24} (1).

Sea f verificando (%) para (P,). Como el gradiente de r es dy y estd en V' (por (4)) y por verificar
(*) es el mdximo, entonces también es el maximo en un conjunto més pequeno como es M’ = M NV.

Luego f = f' (3).
Pero por construccién de las restricciones de problema (P,_1) tenemos que:

1) (2) (3 4
~/ y A~y = A~y = A~ _ =
e < dpx>=2 ) =< dpa >=2py NVI= < dpw >= 2 ) NV = {< dp,x >= 25} = 01y

luego = € {< dy,x >=zp} = dry.

m c.q.d.
Corolario 1.2.1 (LAEF). Sic= Ad; con A > 0, entonces S = dry N M.
Demostracion:

Para resolver el problema lineal (P,,) hay que aplicar el Teorema de LAEF sucesivamente. Cuando
proyectamos ¢ sobre 07, es decir, sobre < dy,x >= zy que verifica (x) del Teorema de LAEF como
¢ = X\dy, entonces el problema (P,_1) queda: Max : <0,z >; S.a: x € M’ Cry, ylasolucién S a este
problema es todo el conjunto M’, que en este caso es dry N M.

m c.q.d.
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Observacién 1.2.1 (LAEF). Cuando M no es acotado el Teorema de LAEF sigue siendo cierto pero S
en lugar de ser un conjunto de puntos dptimos, también puede ser un conjunto de direcciones ilimitadas,
es decir, algunas de las direcciones de la restriccion ry puede ser direccion de ilimitacion extrema. Sea
como fuere la solucion del problema hay que buscarla en ry que verifica (x).

Observacién 1.2.2 (LAEF). M no es acotado cuando existen dos restricciones ttiles adyacentes que
tienen dngulo mayor o igual que 180°.



Capitulo 2

Algoritmo de LAEF para punto
optimo en R".

2.1 Algoritmo de LAEF para punto 6ptimo en R".

La aplicacién del Teorema de LAEF maés inmediata es el:

Algoritmo de LAEF para punto 6ptimo en R”

Dado el problema tipo (P,):

Max < c,x >
Sa: zeM

Donde M es un conjunto convexo de m restricciones del tipo {r;}iem = Az < z. Donde ¢ € R",
r€ER" ze€R™y A€ Myen v con el conjunto factible M acotado.

Paso 1: Hallar la tabla:

Restricciones Gradiente

{Ti}iem {Eii = (a%7a?,...,a?)}i€m

Paso 2: w =n; V, =R"; m, = m.
Paso 3:
Si m,, = 0 entonces M = § o no acotado, PARAR.

Si my, = 0 entonces w = w + 1, My, = my, — {fw}, ry, es inttil en V,,, ir a Paso 3:.
<c,ar> <ec a;>

fo tal que =C38 > e _ g, {w
llarll Il |

Consideramos f,, como escalar.

: dj € Gradiente, j € mw}

Myw—1 = My — {fw}
Paso 4:

Como el punto de mayor valor objetivo esta contenido en esta (w-1)-variedad: {< dy,,x >=z5,} =
dry, , hacemos la proyeccién del vector costes a esta variedad ¢ = Py (c) y hacemos la interseccién de
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{< ds,,x >= z5,} con las demds restricciones, es decir, Vi € my, r; = r; N {< dy,,x >= 2y, }, por tanto
simplificamos el problema en una dimensiéon. El nuevo problema es:

Max < ¢,z >
Sa: veM

Donde M’ es un conjunto de m/’ restricciones del tipo {r}icmy = A’z < 2. Donde ¢ € R¥~1,
zeRY1L 2 eR™ y A € Miiz(w—1) ¥ con el conjunto factible acotado.

(En realidad lo que estamos haciendo es despejar una variable con coeficiente no nulo de < dy, ,z >=
zf, v sustituirla en las demds restricciones y en la funcién objetivo).

Ahora nuestro espacio es V,, = {< @y, z >= 27, } ® R*~! y nuestra funcién objetivo es < ¢/, z >.
Paso 5:

w=w-—1.

Siw > 2 entonces Ir al Paso 3:

Si w = 2 entonces aplicar el algoritmo de LAEF para punto éptimo en R? con la siguiente modificacion:
Donde pone: Paso 3: Si my = () entonces M = (), PARAR.

Hay que poner: Paso 3: Si my = () entonces, ry es initil en algin V, Hacer: ms = mz —{f3}, w = 3,
ir a Paso 3. (de AlgLAEFRn)

Y en el Paso 7: iii) hay que comprobar todas las restricciones de M de nuestro problema original
(Pn)-
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2.2 Comentario

El algoritmo converge pues en cada iteracién se disminuye una dimensién y en el peor de los casos hay que
quitar m restricciones inutiles, como la dimensién del problema es n finito y el nimero de restricciones
de m finito, en el peor de los casos cuando hayamos quitado todas las restricciones y hayamos disminuido
hasta dimensién cero hemos hecho un numero finito de pasos del orden de nm.

Este algoritmo tiene un tiempo computacional de O(nm).
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2.3 Ejemplos

2.3.1 Ejemplo

Max: —x1— x0+ 4x3
S.a: 1 +a0+ 223 <9
X1+ Ty — X3 <2
—x1+ax2+x3 <4

—X1 S 0
—X2 S 0
—XI3 S 0
Paso 1:

c=(-1,-1,4)

a = (1,1,2)

dr = (1,1,-1)

s =(-1,1,1)

i = (—1,0,0)

s = (0, —-1,0)

g = (0507_1)

Paso 2: w =3, mg ={1,2,3,4,5,6}

Paso 3: El conjunto es:

{2.45, —3.46, 2.31, 1, 1, —4}

El maximo es con f3 = 1.
mo = {2,3,4,5,6}.

Paso 4: Despejamos x3 de r1:

9 — X1 — T2
r3 = ——
2
Sustituimos en las restricciones de mso y queda:

Max : 18 — 3x1 — 322
S.a: 3x1 +3x2 <13
—31‘1 + Z2 S -1
—T1 <0
—T2 S 0
T1+x9 <9

Paso 5: w=2. Aplicar el Algoritmo de LAEF para R2.

Ver el ejemplo 3.3.1 : La solucién es: (z7 = %,xg =0,23 = 1—33)
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2.3.2 Ejemplo

Max : —2x1 —3x9 — Bx3 — 224 — 325
S.a : —T1 — X9 — 223 — x4 — 35 < —4
—2x1 — 219 — 33 — X4 — 5 < -3
—I1 S 0
—XT2 S 0
—x3 S 0
—x4 S 0
—I5 S 0
Paso 1:
c=(-2,-3,-5,-2,-3)
a = (-1,-1,-2,-1,-3)
62 = (_27 _25 _37 _1’ _1)
63 = (717 07 Oa Oa 0)
64 = (07 _17 07 Oa 0)
ds = (0,0,—1,0,0)
ds = (0,0,0,—1,0)
H7 = (070707 Oa _1)
Paso 2: w =5, ms ={1,2,3,4,5,6,7}
Paso 3: El conjunto es:
{6.5,6.88,2,3,5,2,3}
El maximo es con f5 = 2.
my =1{1,3,4,5,6,7}.
Paso 4: Despejamos x4 de ro:
.734:3—2.731—2332—3333—335
Sustituimos en las restricciones de my4 y queda:
Max: —6+42x1 + x9 + x3 — X5
S.a: T1+ X0+ 23 — 205 < —1
—x1 S 0
—X2 S 0
—I3 S 0
—2x1 — 229 — 323 — 25 < =3
—Ts5 S 0

Paso 5: w=4.
Paso 3: El Conjunto es: {2.267,—2,—1,—-1,0,1}. Y el maximo es con fy = 1.
ms = {3,4,5,6,7}.

Paso 4: Despejamos x1 de r1:
Ty =—1—20 — 23+ 275

Sustituimos en las restricciones de mg y queda:

Max: —8— x5 — x3+ 3z5

S.a: To+x3 — 225 < —1
—T2 S 0
—XI3 S 0

—z3 — 525 < —H
—T5 S 0
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Paso 5: w=3.
Paso 3: El Conjunto es: {—3.26,1,1,—2.74,3}. Y el méximo es con f3 = 5.
mo = {3, 47 67 7}

Paso 4: Despejamos 3 de r5:
Ir3 = 0

Sustituimos en las restricciones de mo y queda:

Max : —8 — x4+ 3x5

S.a : To — 2.7,‘5 < -1
—X9 S 0

—5935 S -5
—X5 § 0

Paso5: w=2. Aplicar el Algoritmo de LAEF para R2.

Ver el ejemplo 3.3.2: La solucién es: (xo = 0,25 = 1,23 = 0,21 = 1,24 = 0).



Capitulo 3

Algoritmo de LAEF para punto
éptimo en RZ.

3.1 Algoritmo de LAEF para punto 6ptimo en R?.
Algoritmo de LAEF para punto éptimo en R?

Dado el problema tipo (Ps):

Max : cix+ coy
Sa: (z,y)eM

Donde M es un conjunto de m restricciones del tipo {r;}iem = Az < z (z no necesariamente no
negativo). Podemos hallar el conjunto de puntos éptimos del siguiente modo:

Paso 1: Hallar la tabla:

Restricciones Gradiente
{ritiem {di = (ai bi)tiem

Paso 2: my = m.
Paso 3:

Si my = () entonces M = (), PARAR.

b ,
cuay o0y Mazx : (aj,b;) € Gradiente, j € m

[ 2 2 2 | 12
af+bf aj+bj

Paso 4: m; =my — {f}.

f tal que

(f es un escalar).

Paso 5:

T = (. (Tomamos T como conjunto).

‘ b, | € my,
AU LD (ay,by) € Grad, yj | T

cray + caby — Max —— _
(@y,c) + (c,d;) = (dy, d;)

vat2+bt2 ,/a?—i—b?

T tal que

14
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Paso 6: Si T = () entonces 7y es una restriccién inttil, hacemos my = my — {f}, ir a Paso 3:.

SeaT) =T.
Paso 7:
i) Seal e Ty:

Si arb; = a;by entonces:
{Si Ty = {I} entonces my =my — T, ir a Paso 5:, si no, entonces Ty =Ty — {l}, ir ai).}

Si no, Hacer:

z¢bp — z1by
o= T A

n afbl — albf
o afz) — aizf
N a,fbl — albf

i) j=1
ili) Si ajz + by < z; entonces j = j + 1; Ir a iii).

iv) Si j < m entonces (z,y) no es punto factible:
* Si hemos acabado con el conjunto T4, es decir, Ty = {l}; hacemos m; = m; — T, Ir a Paso 5:.

*Si Ty # {I} entonces tomamos otro | € Ty, es decir, hacemos Ty = Ty — {I} y vamos a i).

v) Sij =m+ 1 entonces (z,y) es un punto factible, entonces (z,y) es solucién, PARAR..
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3.2 Comentario

Esta aplicacién tiene un tiempo computacional de O(m).

16
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3.3 Ejemplos

3.3.1 Ejemplo

Mazx :
S.a:

Paso 1:

Paso 2: my ={1,2,3,4,5}.

Paso 3: El conjunto es:

18 — 31‘1 — 3332
31’1 + 31‘2
—3(E1 —+ X9

1+ X2

-7

—T9
c=(-3,-3)

a = (3,3

@ = (—3,1)

a3 = (17 1)

iy = (ila O)

s = (0,—1)

{—4.2426,1.89, —4.2426, 3, 3}

f=4
Paso 4: m; = {1,2,3,5}.
Paso 5: T = {5}.

Paso 6: T1 = {5}.

Paso 7: Hay punto (0, 0) pero es no factible, m; = {1, 2, 3}

Paso 5: T = {1, 3}

Paso 6: T7 = {1, 3}.

Paso 7: 1) I = 1.

Hay punto, pero es no factible, T = {3}.
i) 1=3.

Hay punto, pero es no factible, m; = {2}
Paso 5: T =10

Paso 6: ry es inutil, my = {1,2, 3,5}

Paso 3:

Paso 4:

Paso 5:

Paso 6:

f=5.
my ={1,2,3}
T = {2}.

T, = {2}.
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Paso 7: 1) [ = 2.

Hay punto (%, 0) y es factible. Luego es la solucién.

3.3.2 Ejemplo
Max : —8—x1+ 3xo

S.a : Tr1 — 2$2 < -1
—xq S 0
Zro S 1
—x2 S 0
Paso 1:
c=(-1,3)
a = (17 72)
ds = (—1,0)
ds = (0,1)
iy = <07 —1)
Paso 2: my ={1,2,3,4}.
Paso 3: El conjunto es:
{-3.13,1,3, -3}

f=3

Paso 4: m;, = {1,2,4}.
Paso 5: T = {2}.
Paso 6: T7 = {2}.
Paso 7: 1) [ =2

Hay punto (0, 1).

v) es factible. Luego es solucidn.
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Algoritmo de LAEF para conjunto
eficiente en R2.

4.1 Algoritmo de LAEF para conjunto eficiente en R2.
Algoritmo de LAEF para conjunto eficiente en R?

Dado el problema:

Maz : {1z + iy, cox + chy}
Sa: (z,y)eM

Donde M es un conjunto de m restricciones del tipo {r;}icm = Az < z (2 no necesariamente no
negativo). Podemos hallar el conjunto de puntos eficientes del siguiente modo:

Paso 1: Hallar la tabla:

Restricciones Gradiente
{ritiem {d; = (ai, b)) biem

Paso 2: Hacer: i=1;j=0; I =0; C; =0; Cy = 0.

Paso 3: Si: ,
bicl — a;Cqy
/. J
CyC1 — C2Cy

y

aic’2 — biCQ
/ /
CyC1 — C2Cq

entonces I = TU {i}, I' =1I.
Paso 4: Sii < m entonces i =i+ 1; Ir a Paso 3:.

Paso 5: Si I = () entonces PARAR, tomar unos costes, por ejemplo (c1,¢1’), y aplicar el Algoritmo
de LAEF para punto éptimo en R2.

Paso 6: Sea i € I.
Paso 7: Sea: my =m

Paso 8: Simy = {i} entonces I =1 — {i}, {r; "M} =0, r; es initil, ir a Paso 5:.

19
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a;xy + byyy ~ Maw d %% + biy;

\EF v VS

Sea F' el conjunto de los indices f de arriba.

f tal que :(z,y;5) € Gradiente, j € my, yj #i

Sea Fy = F.

i) Seal € Fy:
Si a;b; = a;b; entonces:
{Si Fy = {l} entonces my =mys — {l}, ir a Paso 8:, si no, entonces Fy = Fy —{l}, ir ai).}

Si no, Hacer:

o Zibl — Zlbi

a;by — aib;
o ;2] — a1 z;
B aibl — albi

ii) g =1

ili) Si ajz + by < z; entonces j = j + 1; Ir a iii).

)
)
iv) Si j = m+ 1 entonces (z,y) es un punto factible, se toma f =1, Ir a Paso 9:.
v) Sij < m entonces (x,y) no es punto factible:

* Si hemos acabado con el conjunto Fy, es decir, Fy = {l}; hacemos my = my — F, Ir a Paso 8:.

* Si Fy # {l} entonces tomamos otro [ € F, es decir, hacemos Fy = Fy — {l} y vamos a i).

Paso 9: Sea: my = my

Paso 10: .
t tal que @iy + biyy

Vo 4 yi?
]E my,
a;xj + by, , P £
Qi T (zj,y;) € Grad, y j / fﬂ# 2 .

2 2 = 5 = oo o 5
Jai @ @) + (@) = (@, )

Sea T el conjunto de los indices ¢ de arriba.

Max

Sea Ty =T.

i) Seal € Th:
Si a;b; = a;b; entonces:

{Si Ty = {I} entonces my =my — {l}, ir a Paso 10:, si no, entonces Ty =Ty — {l}, ir ai).}
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Si no, Hacer:

_zib— 2
a aibl — albi
@iz — a1z
o aibl — albi

i) j=1

iii) Siajz+ by < z; entonces j = j + 1; Ir a iii).

iv) Si j = m+ 1 entonces (z,y) es un punto factible, se toma ¢t = [, Ir a Paso 11:.

v) Si j < m entonces (x,y) no es punto factible:

)
)
)
)

* Si hemos acabado con el conjunto Ty, es decir, Ty = {l}; hacemos m; = m; — T, Ir a Paso 10:.

*Si Ty # {l} entonces tomamos otro [ € T}, es decir, hacemos Ty = T; — {I} y vamos a i).

Paso 11: Sean:

Zibf — Zfbi

o aibf — afbi
- Gizf — afz;
B aibf — afbi
A 2iby — 24,
T wib — agd,
L QiR — Atz
j)=——-F"

aibt — atbi
C1=CrU{(z,y)}

C1=C1U{(2,9)}

CQ = 02 U {)\(I, y) + (1 - A)(ia g)}\V//\E[O,l]
Paso 12: I =1 — {i}, Si I # (), entonces ir a Paso 6:.
Paso 13: Sean:

(Z,7) € Cy / |dhz — cry| sea mi:nima con (x,y) € Ci.
(Z,9) € C1 / |chx — coy| sea minima con (z,y) € Cy.

Paso 14: PARAR.

Entonces:

1. I’ conjunto de restricciones con algin segmento en Cs.
2. (1 es el conjunto de los puntos extremos eficientes.

3. C5 es el conjunto de los puntos eficientes.

4. (Z,7) es un punta de la poligonal de puntos eficientes (Cs), vy (Z, %) es la otra punta.
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4.2 Ejemplo.
Ejemplo:

Max{bz — 2y, —x + 4y}
Sa: —x+y <3
r+y <8
r <6
y <4
—r <0
-y <0

Gréficamente la regién factible y las restricciones:

Paso 1: Hacemos la tabla:

Restricciones | Gradiente
r1 (_1a ]-)
T2 (1, 1)
T3 (1, 0)
T4 (0, 1)
Ts5 (71, 0)
T6 (07 _1)

Paso 3: Otra tabla:

Restricciones | 1 condicién | 2 condicién | € 17?7
71 >0 <0 g1
T >0 >0 el
T3 >0 >0 el
T4 >0 >0 el
rs <0 <0 g1
6 <0 <0 g1
I={23,4}

Paso 6: 1 = 2.

Paso 8: De la ro, F' = {3,4}, tomamos el f = 3, (los dos puntos son factibles, es decir, r;Nrs y r; Nry
son factibles, pero el 3 se toma antes).
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Paso 10: T = {4}, y r; N1y es factible.

Paso 11: (z,y) = (6,2), (£,9) = (4,4)

Paso 12: I =1 — {2}, entonces I = {3,4}.

Paso 6: i = 3.

Paso 8: De la r3, F' = {2}, es factible, entonces f = 2.

Paso 10: T = {6}, y r; N rg es factible, entonces ¢ = 6.

Paso 11: (z,y) = (6,2), (Z,9) = (6,0)

Paso 12: I = I — {3}, entonces I = {4}.

Paso 6: i = 4.

Paso 8: De la ry, F = {1,2} tomamos el f =1, r; Nr; es factible.

Paso 10: T'= 2, y r; Nry es factible, entonces ¢t = 2.

Paso 11: (z,y) = (4,4), (Z,9) = (1,4)

Paso 12: I = I — {4}, entonces I = .

Paso 13: (z,9) = (6,0), (Z,7) = (1,4); que son los puntos de las puntas.
Paso 14: PARAR.

I' ={2,3,4} son las restricciones activas.

El conjunto de puntos extremos eficientes es C, = {(6,2), (4,4), (6,0), (1,4)}.
El Conjunto de puntos eficientes es Co = {[(6,2), (4,4)],[(6,2), (6,0)],[(4,4), (1,4)]}.

(z,9) = (6,0), (z,9) = (1,4) Son los puntos de las puntas de Cs.

23
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4.3 Comentario.

Bondad del algoritmo.

La ventaja de este algoritmo es que no necesita aplicar el método del Simplex (muy lento) en singin
caso y ni siquiera necesita dos puntos extremos eficientes iniciales como el método de NISE. De hecho un
simple vistazo al algoritmo nos muestra que tiene un muy buen tiempo computacional (0(m?)) donde m
es el numero de restricciones.

Aplicacion.

Si en lugar de tener 2 funciones objetivos se tienen mas, lo que hay que hacer es calcular los gradientes
tales que una combinacién convexa de ellos contenga a los otros gradientes, es decir, hay que calcular los
gradientes frontera del #®banico” convexo y utilizar estos dos como si fueran las tinicas funciones objetivo

del problema y aplicar el algoritmo.

Poner en el algoritmo de arriba el:
Paso 0:

Calcular los gradientes tales que una combinacién convexa de ellos contenga a los otros gradientes.

3k >k 3k 3k >k ok ok >k ok 3k >k ok ok >k ok 3k 3k >k ok sk >k 3k Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok kR sk kokok
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